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FUNCIONES

Objetivos:

Utilizacion de las nociones de
dependencia y variabilidad como

Seleccion de la funciéon mas adecuada
como modelo matemadatico para

herramientas para modelizar interpretar problemas de la realidad y

fenémenos de cambio que comparacion del modelo elegido de

representen. acuerdo con la necesidad que impone el
e Uso de diferentes representaciones de problema.

una funcion (coloquial, grafica, e Anadlisis de comportamiento de las

algebraica, por tablas, etc.) para funciones.

establecer las relaciones de

dependencia entre las variables.

FUNCIONES

4.1. CONCEPTO DE FUNCION

Las funciones en matematicas, sirven para modelar diversas relaciones entre distintos
fendmenos o situaciones, que suceden en nuestra vida cotidiana, que tienen una causay efecto,
por ejemplo, la cantidad de kilémetros por hora recorridos por un vehiculo depende de la
velocidad, el drea de un cuadrado depende de la longitud de su lado y el costo de la produccidn
esta en funcion al valor de los materiales utilizados.

Una funcién es una relacién entre dos magnitudes o cantidades, por ejemplo x y f(x), de manera
gue a cada valor de la primera magnitud llamada preimagen, le corresponde un Unico valor de
la segunda, llamada imagen.

La primera magnitud es la variable independiente y a la segunda magnitud o imagen (que se
deduce de la primera) se dird que es la variable dependiente. Por ejemplo, si la variable
independiente es x, la variable dependiente sera f (x), que se lee “f de x”, la cual generalmente
se designa con la letra y. Entonces, se dira que y es funcion de x, o que y depende de x.

Al conjunto inicial o de partida donde estan los valores de la variable independiente se le
llama dominio que se abrevia Dom (f) y al conjunto final o de llegada donde estan las imagenes
se llama codominio que se abrevia Codom (f).

Al conjunto de todas las imagenes de una funcién se le Ilama recorrido (o rango) y se abrevia Rec
(f). El recorrido es un subconjunto del conjunto de llegada codominio, donde puede suceder
que el recorrido sea un conjunto mas pequeno que el codominio o que el recorrido coincida

exactamente con el codominio.

Por ejemplo, para una funcién f de un conjunto X en un conjunto Y, la podemos representar
matematicamente de la siguiente forma:
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Aqui podemos ver como f(x) representa la transformacion del elemento x por la funcién flo que
da como resultado el elemento y. Se dird que y o f(x) es la imagen de x al ser procesada por f.

Definicidon: Dos conjuntos no vacios, Xy Y, estdn relacionados matematicamente como
una funcion fde X en Y, si y sélo si a cada elemento de X le corresponde una uUnica imagen en'Y.

v El dominio de f es todo el conjunto X. Dom (f) = X.

v" El recorrido de f es un subconjunto de Y. Que puede coincidir o no con el codominio.
v El codominio es todo el conjunto B.

v Un elemento del conjunto A no puede tener dos imagenes diferentes en B.

v Toda funcidn es una relacion, pero no toda relacién es una funcion.

Ejemplo 1: Sea la relacion f, definida por el diagrama:

Imagen o
recorrido
Dominio Codominio
o conjunto inicial A o conjunto final B

Podemos ver que para cada elemento de A, existe una sola imagen en B, por lo tanto, el
diagrama sagital corresponde a una funcion f, pero el recorrido es mas pequefio que el
codominio.

Ejemplo 2:

fix)=x+4

f'ix)=x-4

En este ejemplo, podemos ver que para cada elemento de A, existe una sola imagen en B, por lo
tanto, este diagrama corresponde a una funcidn, y a diferencia del primer ejemplo, el recorrido
coincide con el codominio.

Ejemplo 3:
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f = {(X1,Y1), (X1,Y2), (X1,Y3), (X1,Y4) }

DOMINIO RANGO

Este diagrama no representa una funcién f, ya que el elemento X1 tiene mas de una imagen vy,
ademas los elementos X2 y X3 no tienen imagen.

4.2. REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION

Una funcion fse puede representar de diferentes maneras entre las cuales esta el diagrama
sagital y el sistema de coordenadas o cartesiano.

DIAGRAMA SAGITAL

Un diagrama llamado sagital, es la representacion de dos conjuntos, por
ejemplo, Ay B que relacionan con flechas cada elemento de A (preimagen), con su
respectiva imagen en B. Se indica en la parte superior la relacion de A en B con una flecha
curva.

Ejemplo:

Sea una funcion f definida por; f={(2,c), (3,a), (4,d)}

SISTEMA DE COORDENADAS O CARTESIANO

Las ecuaciones dadas para determinar una funcién, siempre tendran dos incégnitas.
Donde x sera la variable independiente (preimagen) e y sera la variable dependiente (imagen),
por lo tanto, f (x) = y. Entonces, para obtener los puntos deben reemplazarse los valores de x en
la funcidn y resolver. Es Util anotar estos datos en una tabla con los valores paraxeyy.

Para representar una funcién en el sistema de coordenadas, se consideran los elementos del
dominio (conjunto de las preimagenes) en el eje horizontal de las abscisas (eje x) y los elementos
del recorrido (imdagenes) en el eje vertical de las ordenadas (eje y).
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Se marcan los puntos correspondientes a cada relacidn, (x, y) y se unen con una linea continua,
asi obtenemos la representacidon grafica de la funcidn en el sistema de coordenadas.

Ejemplo:
Representar en el sistema cartesiano una funcién real f, donde f (x) = x + 1.

Si se reemplazan los valores de x en la funcion:

-f(1)=1+1=2
-f(2)=2+1=3
-f(3)=3+1=4

-f(-1)=-1+1=0
-f(-2)=-2+1=-1

Se obtienen las coordenadas (1,2) (2,3) (3,4) (-1,0) (-2,-1). Estos son sélo algunos de los puntos
gue se pueden obtener reemplazando los valores en la funcién, ya que, los puntos en esta
funcién son ilimitados para los nimeros reales.

P(3,4)

Se puede ver que es una funcién lineal.
A través del sistema de coordenadas se puede determinar si un grafico es o no una funcién, ya
gue si se analiza se pueden ver los valores que toman x e y.

Ejemplo
Indicar si este grafico representa una funcion de x en y.

L S
o

1
| !

'-I——h_

=
X

|
|
|
|
Este grafico NO es una funcidn, ya que a un mismo valor de x le corresponden dos imagenes en y.
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4,3. :{COMO ENCONTRAR EL DOMINIO Y EL RECORRIDO DE UNA FUNCION REAL?

A partir de su representacion grafica

Para encontrar el dominio y el recorrido a partir de la representacién grafica de una funcién, hay
que observar la proyeccidn de ésta sobre el eje de coordenadas. Como ya es sabido, los valores
del dominio se expresan en eje de las abscisas (eje x), y el recorrido en el eje de las ordenadas

(ejey).

Ejemplo:

Determinar el dominio y el recorrido de la funcién a partir de su grafica.

2

B

o R 1 2 3

Se puede observar que todos los valores de la variable independiente x, son todos los nimeros
reales entre el — 3 y el 3, y los valores que toma la variable independiente y son los nimeros
reales entreel 0y 9.

Entonces:
- El dominio de f corresponde a; Dom (f) = intervalo [-3, 3]
- El recorrido corresponde a; Rec (f) = intervalo [0, 9]

A partir de su representacion algebraica

A partir de una representacion algebraica se puede encontrar el dominio y recorrido de una
funcién real, teniendo en cuenta los valores que pueden o no tomar las incégnitas x e
y, respectivamente. Estos valores tienen que cumplir que; al ser reemplazados en la funcion,
ésta no sea indeterminada, es decir, que la funcion sea real. Entonces, la funcién seran todos
los nimeros reales menos aquellos valores donde se indetermina.

Para determinar el dominio y recorrido de una funcién, hay que analizar los siguientes casos:

a) Cuando la incégnita x esta en el denominador de la ecuacion
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Para encontrar el dominio de la funcidn en estos casos, se debe recordar que cuando un nimero
estd dividido por cero, es un nimero indefinido, por lo tanto, el valor de la incégnita x no puede
dar como resultado que el denominador sea 0.

Para determinar el recorrido de una funcion real, se debe hallar el dominio de su funcién inversa
f? (x), para esto tenemos que despejar x, recordando que f (x) = y.

Ejemplo:
Determinar el dominio y recorrido de la funcion real
f(x) =2/(x-3)

Para determinar su dominio, se iguala a cero el denominador x — 3. El resultado serd el valor
qgue “no sirve” para la funcién:

X —
X

w
Il

0

1l
w

Entonces, el dominio de la funcidn es el conjunto de los nimeros reales menos el 3, ya que, si
se reemplaza la x con el nimero 3 la funcién seria indeterminada, es decir, no estaria dentro de
los numeros reales. Se escribe matematicamente:

Domf=R-{3}

Para determinar el recorrido, se despeja f (x) = y.

Y =2/(x-3)

X-=3=2/y

X=3+2/y
X=(3y+2)/y

Entonces y no puede ser cero; El recorrido de la funcién serian todos los nimeros reales menos
el 0.

Recf=R - {0}

b) Cuando la incdgnita x estd en la cantidad subradical

Para determinar el dominio en estos casos, se tiene que considerar que cuando la cantidad
subradical de una expresidn es negativa, el resultado sera un numero indefinido, por lo tanto, los
valores que tome la incdgnita x, tienen que dar como resultado que la cantidad subradical sea
igual o mayor que cero.
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Para determinar el recorrido en estos casos, como el recorrido depende del dominio, sera igual
al conjunto de numeros reales positivos incluyendo al 0, ya que si reemplazamos el dominio, solo
se obtendrdn valores positivos para la funcion f (x).

Ejemplo:

Determinar el dominio y recorrido de la funciénreal g (x) = V X - 1

Para determinar su dominio, se sabe que la cantidad subradical tiene que ser mayor o igual a
cero, por lo tanto:

Entonces, el dominio para esta funcidn son todos los nimeros reales mayores o iguales a 1.
Domg=[1; +0o0)

Como lo explicamos anteriormente, el recorrido, son todos los nUmeros reales mayores o iguales
a cero. Silo demostramos, podemos partir con la primera cantidad de x que para esta funcion

es 1, entonces:
g(x)=Vx-1
g(1)=V1-1

g(1)=0
Recg=[1; +c0)

c) Cuando la incégnita x esta en un logaritmo.
La funcién logaritmo esta definida de la forma:

f(x)=logyxa
Siendo a un numero fijo, positivo, distinto de 1.

Para encontrar el dominio cuando es una funcién logaritmo, se debe recordar que los
logaritmos NO estan definidos para los nUmeros negativos, por lo tanto el dominio tiene que ser
mayor que cero. Por lo tanto, los valores que tome la incégnita x deben hacer que la funcion sea
mayor que cero.

El recorrido es similar en todos los casos con logaritmos, por lo tanto son todos los nimeros
reales.

Ejemplo:
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Determinar el dominio y recorrido de la funcion:

f(x)=loga (x=7)

Para determinar el dominio se sabe que x = 7 tiene que ser mayor que 0 por lo tanto:

(x=7)>0

X>7

Entonces x debe ser mayor que 7 para que se cumpla la funcién.
Domf=(7; +00)

Rec g =(-00 ; +00)

4.4. CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES

Las funciones se pueden clasificar por la manera de relacionar los elementos del dominio con los
del codominio y recorrido.

4.4.1- Funcidn inyectiva o uno a uno

Una funcidn es inyectiva cuando cada elemento del recorrido es imagen de sélo un elemento
del dominio, es decir, ninglin elemento del recorrido es imagen de dos preimagenes diferentes.

En lenguaje algebraico, una funcién f de A en B es inyectiva si x e y pertenecen al conjunto A
(dominio) y, necesariamente se cumple que:

f(x)=f(y) — x=y

Dicho de otra manera:
f(x) #f(y) — x#vy

Si se representa una funcidn inyectiva, en un diagrama sagital, de una funcién fde A en B, se
veria que cada preimagen de A solo tiene una flecha hacia una imagen en B.

En las funciones inyectivas no es necesario que el recorrido coincida con el codominio.

También se conoce como funciéon uno a uno.

Ejemplos:
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a) Determinar si la funcion del siguiente diagrama sagital es inyectiva.

X

> 0O W g )=

Respuesta: Es una funcion inyectiva, ya que cada elemento del recorrido, solo recibe una flecha
desde X, es decir, cada imagen solo tiene una preimagen.

Como se puede ver, el elemento C del conjunto Y es parte del codominio pero no pertenece al
recorrido, pero, como no es necesario que estos coincidan, igual es una funcién inyectiva.

c) Determina sila funcidn del siguiente diagrama sagital es inyectiva.

Respuesta: NO es una funcidn inyectiva, ya que el elemento b del conjunto Y
recibe dos flechas desde X, es decir, el elemento b es imagen de las preimagenes 1y 2.

Criterio de la recta horizontal

También se puede determinar si una funcidn es inyectiva a través de su representacion
grafica en el sistema de coordenadas. Se utiliza el criterio de la recta horizontal, el cual,
consiste en trazar (como dice el nombre), rectas horizontales. Si la recta corta a la grafica en
un solo punto, la funcién es inyectiva, y si corta en mas de un punto la funcién no es

inyectiva.
Ejemplos:

a) Para la grafica de la funcidn determina si es inyectiva.
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Podemos ver que las lineas que trazamos, cortan en un solo punto a la grafica de la funcidn, ésto
indica que las imagenes no se repiten, por lo tanto f (x) es inyectiva.
b) Para la grafica de la funcidén determina si es inyectiva.

4 3 -2 A 0 1 2 3 4

-1

Podemos ver que las lineas que trazamos, cortan en dos puntos la grafica de la funcién, esto
indica que una misma imagen (y) se repite para dos preimagenes, por lo tanto, la funcién NO es
inyectiva.

Determinar de manera algebraica si la funcion es inyectiva

Otra forma para determinar si una funcidn es inyectiva es de manera algebraica, esto se hace
verificando si se cumple o no que; f(x) =f (y), x=Yy.

Ejemplos:
a) Determina si la funcién f(x) = 3 x — 1 es inyectiva.

Comprobamos si se cumple que f (x) = f (y);

Como f(x)=3x-1

Entonces f(y)=3y-1

Pagina 66



FUNCIONES

Reemplazamos f(x)=f(y)
3x—1=3y-1
3x =3y
X=y

Se cumple la afirmacidn, ya que si dos imagenes son iguales las preimagenes deben ser iguales,
entonces la funcion es inyectiva.

b) Determina si la funcidn f(x) = x* es inyectiva.

Comprobamos si se cumple que f (x) = f (y):

f(x)=f(y)

(x+y)(x-y)=0

Entonces: x+y=0 ; x-y=0

No se cumple la afirmacidn, ya que, si dos imagenes son iguales, habrd dos preimagenes una
positiva y otra negativa con la misma imagen. Por ejemplo, si reemplazamos dos elementos del
dominio x=2ey=-2,f(2)=22=4,yf(-2) =- 22 =4, podemos ver que tienen la misma imagen,
por lo tanto no es una funcidn inyectiva.

4.4.2- Funcidn Sobreyectiva o Epiyectiva

Una funcidn es sobreyectiva cuando todos los elementos del codominio son imagen de al menos
un elemento del dominio, es decir, el codominio es igual al recorrido.

En lenguaje algebraico, una funcién f de A en B es sobreyectiva cuando;
Rec (f) =B

Si se representara una funcion sobreyectiva, en un diagrama sagital, de una funcién f de A en B,
veriamos que todos los elementos B tienen al menos una flecha desde el conjunto A.
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También se conoce como funcidn epiyectiva.

Ejemplos:

a) Determina si la funcién m, del siguiente diagrama sagital es sobreyectiva.

X Y
1 D
2 *B
3 *C
4

Respuesta: Es una funcion sobreyectiva, ya que cada elemento de Y recibe al menos una flecha
desde X, es decir, todas las imagen tienen al menos una preimagen.

Como se puede ver, el elemento C es imagen de 3 y 4, esto no afecta para que sea funciéon
sobreyectiva.

b) Determina si la funcién del siguiente diagrama sagital es sobreyectiva.

X Y

o B v = B v

Respuesta: NO es una funcidn sobreyectiva, ya que los elementos B y A del conjunto Y no
recibe flechas desde X, es decir, no es imagen de ningln elemento del conjunto F.

En el ejemplo anterior, se podria hacer que la funcion fuera sobreyectiva si se redefine su

codominio. Se podria crear un nuevo conjunto por ejemplo,Z=Y—-{A, B}, entonces lafuncién
de X en Z es sobreyectiva, porque todos los elementos de Z son imagen de un elemento en X.

X Z
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Representacion grafica

También se puede determinar si una funcidn es sobreyectiva observando su representacion
grafica en el sistema de coordenadas.

Ejemplos:
a) Determina sila funcidn f (x) = x3 es sobreyectiva.

Graficamos la funcién:

Resaltamos el recorrido (imagenes) de la funcidn, para que se vea con mas claridad si la
funcidn es sobreyectiva.
Entonces, en este caso, el dominio, el codominio y el recorrido son todos los nimeros reales.

Dom (f)= R
Codom (f) =R
Rec (f) = R

Por lo tanto, como el recorrido es igual al codominio es una funcion sobreyectiva.
b) Determinar sila funcién f: R > R, donde f (x) = x*> + 2 es sobreyectiva.

Graficar la funcion:

Péagina 69



FUNCIONES

[
o
[

También resaltamos el recorrido (imagenes) de la funcién, para que se vea con mas claridad si la
funcidn es sobreyectiva.

Entonces, en este caso, el dominio, el codominio son todos los nimeros reales, y el recorrido son
todos los niUmeros reales mayores o iguales a 2.

Dom (f) = R
Codom (f) = R
Rec (f) = [2 ; +00)

Como se puede, el recorrido y el codominio no coinciden, por lo tanto, no es una funcién
sobreyectiva.

Se puede redefinir el codominio de la funcidn f: R > R, donde f (x) = x2 + 2, de modo que sea
sobreyectiva.

En el ejemplo anterior, se ve que el recorrido de la funcidn son todos los nimeros reales mayores
o iguales a dos. Por lo tanto, si en codominio (conjunto de llegada) fuera igual seria una funcién
sobreyectiva, para esto podemos definir la funcién como:

f: R—> [2; +00)

Entonces, como se redefinié el codominio para f (x) = x2 + 2, y ahora el recorrido es igual al
codominio, la funcién es sobreyectiva.

4.4.3- Funcidn Biyectiva
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Una funcién es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez, es decir, cuando todas las
imagenes tienen una sola preimagen y no existen elementos del codominio que no tengan una
preimagen.

En lenguaje algebraico, una funcion f de A en B es biyectiva si se cumple que, siendo x e y
elementos de A:

fx)=fly) —>x=y
Rec (f) =B

Si se representa una funcion biyectiva, en un diagrama sagital, de una funcién fde A en B,
veriamos que todos los elementos B tienen sélo una flecha desde el conjunto A.

Ejemplo de funcién biyectiva en un diagrama sagital.

A . — B
; /’/F \\\ /‘/’"h“ ‘\
e
[ 2—1 b |
| 9 e LE — ,1];,» C

Entonces, como una funcidn es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez, puedes
ocupar los métodos que ya se explicaron, y comprobar si se cumple esta condicién.

Ejemplo:
a- Determina si la funcién f: R > R, donde f (x) = 2x — 1 es una funcidn biyectiva.
Primero verificar si la funcion es inyectiva, Comprobando si se cumple que f (x) = f (y):

2x—1=2y-1
2x =2y
X=y

Se cumple la afirmacidn, ya que si dos imagenes son iguales las preimagenes deben ser iguales,
entonces la funcién es inyectiva.

Ahora se verifica si es una funcidn sobreyectiva, grafica de la funcion:
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31y
y=2x+1
2
1
X
-3 0 1 2 3
=1
-2
-3

Se puede ver que:

- El dominio o conjunto inicial son todos los nimeros reales.

- El codominio o conjunto final son todos los numeros reales.
- El recorrido (imagen) son también todos los nimeros reales.

Entonces, el codominio y recorrido de y coinciden, por lo tanto es una funcién sobreyectiva.

Ahora como la funcién es inyectiva y sobreyectiva a la vez, es una funcién biyectiva.

Ejercitacion

1.- En cada una de las siguientes funciones calcula: a) Dominio y b) Recorrido

Nl ;-/_ h

.

NLAL
M\ \/

X
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N
/

2.- Di qué tipo de funcidn es cada una de las siguientes y efectla su representacién grafica:

a)f(x)=4
b)f(x)=3x—-2
c) f(x)=-2x

d) f (x) = x* — 6x
e)f(x)=x*-4x+3
f) f(x) =-x
g)f(x)=2x+1

h) f (x) =x*+6x + 10

i)f(x)=-2
)f(x)=x*-5x+6
k) f (x) =x
I)f(x)=x>-16

m)f(x)=5.(x+2)>
n) f(x)=-2x+1/3
) f(x)=-2x2+12x—-10

3.- Escribe la ecuacidn punto-pendiente, la ecuacion general y la ecuacion explicita de la recta
que: a) Pasa por el punto A (2,3) y tiene pendiente m =5

4.- Para colaborar con las personas sin techo, una ONG elabora un periddico de reparto callejero.
Cada vendedor recibe un fijo de 25 euros al mes y, ademas, 50 céntimos por ejemplar vendido.
a)Escribe la férmula y representa la grafica de la funcion que relaciona el nimero de periddicos
vendidos con el dinero recibido al mes. b) i Cuantos ejemplares tiene que vender un sin techo
para cobrar en un mes 185 euros?
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5.- Un depdsito con 5000 litros de agua tiene una rotura por la que pierde 2 litros por minuto.
Escribe y representa la funcidn que relaciona los litros que quedan en el depdsito con el tiempo
transcurrido.

6.- La ecuacidn del espacio recorrido por un mévil es s = 5 + 3t + 2t?

a) éQué longitud ha recorrido el movil al cabo de 5 segundos de iniciar el movimiento?
b) éCudl es la longitud recorrida durante el quinto segundo?

¢) éCudnto tiempo ha transcurrido cuando ha recorrido 157 metros desde el inicio?

7.- Un gimnasio cobra a sus socios 20 euros de matricula y una mensualidad de 35 euros.

a) Escribe una funcidn que indique el dinero que paga un socio del gimnasio en funcion del
tiempo (medido en meses)

b) ¢ Qué tipo de funcién es?

c) Si Lorena se matricula en marzo, écuanto habra pagado al finalizar el afio?

d) Representa graficamente dicha funcidn.

8.- Una motocicleta se desplaza a una velocidad constante de 35 km/h.

a) Escribe la ecuacion de la funcién que relaciona el tiempo con el espacio recorrido.
b) éDe qué tipo es? Obtén su grafica.

c) éCuanto tiempo tarda en recorrer 245 km?

9.- Al abrir las compuertas de un estanque, el nivel de agua inicial es de 120 cm, y desciende a
razén de 6 cm por minuto.

a) Haz una tabla en la que se refleje el nivel de agua (cm) en funcidn del tiempo (minutos).

b) éQué tipo de funcidn es? Represéntala.

c) éQué nivel de agua habra a los 15 minutos?

d) éCuanto tarda el estanque en vaciarse?

10.- A nivel del mar, el agua hierve a 100 °C, pero cada incremento de 100 m en la altitud supone
una décima de grado menos para hervir. a) Calcula el punto de ebullicidn en las cimas del Aneto
(3404 m) y del Everest (8 850 m). b) Indica la expresidn algebraica de la funcion Temperatura de
ebullicion-Altitud.
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	4.1.  CONCEPTO DE FUNCIÓN
	Se puede ver que es una función lineal.
	A través del sistema de coordenadas se puede determinar si un gráfico es o no una función, ya que si se analiza se pueden ver los valores que toman x e y.
	Ejemplo
	Indicar si este gráfico representa una función de x en y.
	4,3. ¿CÓMO ENCONTRAR EL DOMINIO Y EL RECORRIDO DE UNA FUNCIÓN REAL?
	A partir de su representación gráfica
	Para encontrar el dominio y el recorrido  a partir de la representación gráfica de una función, hay que observar la proyección de ésta sobre el eje de coordenadas. Como ya es sabido, los valores del dominio se expresan en eje de las abscisas (eje x), ...
	Ejemplo:
	Determinar el dominio y el recorrido de la función a partir de su gráfica.
	Se puede observar que todos los valores de la variable independiente x, son todos los números reales entre el – 3 y el 3, y los valores que toma la variable independiente y son los números reales entre el 0 y 9.
	Entonces:
	- El dominio de f  corresponde a; Dom (f) = intervalo [-3, 3]
	- El recorrido corresponde a; Rec (f) = intervalo [0, 9]
	A partir de su representación algebraica
	A partir de una representación algebraica se puede encontrar el dominio y recorrido de una función real, teniendo en cuenta los valores que pueden o no tomar las incógnitas x e y, respectivamente. Estos valores tienen que cumplir que; al ser reemplaza...
	Para determinar el dominio y recorrido de una función, hay que analizar los siguientes casos:
	a) Cuando la incógnita x está en el denominador de la ecuación
	Para encontrar el dominio de la función en estos casos, se debe recordar que cuando un número está dividido por cero, es un número indefinido, por lo tanto, el valor de la incógnita x no puede dar como resultado que el denominador sea 0.
	Para determinar el recorrido de una función real, se debe hallar el dominio de su función inversa f-1 (x), para esto tenemos que despejar x, recordando que f (x) = y.
	Ejemplo: (1)
	Determinar el dominio y recorrido de la función real
	f (x) = 2/(x -3)
	Para determinar su dominio, se iguala a cero el denominador x – 3. El resultado será el valor que “no sirve” para la función:
	X – 3 = 0
	X = 3
	Entonces, el dominio de la función es el conjunto de los números reales menos el 3, ya que, si se reemplaza la x con el número 3 la función sería indeterminada, es decir, no estaría dentro de los números reales. Se escribe matemáticamente:
	Dom f = R – {3}
	Para determinar el recorrido, se despeja f (x) = y.
	Y = 2/(x-3)
	X – 3 = 2/y
	X= 3 + 2/y
	X = (3y + 2)/y
	Entonces y no puede ser cero; El recorrido de la función serían todos los números reales menos el 0.
	Rec f = R – {0}
	b) Cuando la incógnita x está en la cantidad subradical
	Para determinar el dominio en estos casos, se tiene que considerar que cuando la cantidad subradical de una expresión es negativa, el resultado será un número indefinido, por lo tanto, los valores que tome la incógnita x, tienen que dar como resultado...
	Para determinar el recorrido en estos casos, como el recorrido depende del dominio, será igual al conjunto de números reales positivos incluyendo al 0, ya que si reemplazamos el dominio, solo se obtendrán valores positivos para la función f (x).
	Ejemplo: (2)
	Determinar el dominio y recorrido de la función real g (x) =
	Para determinar su dominio, se sabe que la cantidad subradical tiene que ser mayor o igual a cero, por lo tanto:
	X – 1 ≥ 0
	X ≥ 1
	Entonces, el dominio  para esta función son todos los números reales mayores o iguales a 1.
	Dom g = [1 ; +∞)
	Como lo explicamos anteriormente, el recorrido, son todos los números reales mayores o iguales a cero.  Si lo demostramos, podemos partir con la primera cantidad de x que para esta función es 1, entonces:
	g (x) =
	g (1) = √ 1 - 1
	g (1) = 0
	Rec g = [1 ; +∞)
	c) Cuando la incógnita x está en un logaritmo.
	La función logaritmo está definida de la forma:
	f (x) = log x a
	Siendo a un número fijo, positivo, distinto de 1.
	Para encontrar el dominio cuando es una función logaritmo, se debe recordar que los logaritmos NO están definidos para los números negativos, por lo tanto el dominio tiene que ser mayor que cero. Por lo tanto, los valores que tome la incógnita x deben...
	El recorrido es similar en todos los casos con logaritmos, por lo tanto son todos los números reales.
	Ejemplo: (3)
	Determinar el dominio y recorrido de la función:
	f (x) = log2 (x – 7)
	Para determinar el dominio se sabe que x – 7 tiene que ser mayor que 0 por lo tanto:
	(x – 7) > 0
	X > 7
	Entonces x debe ser mayor que 7 para que se cumpla la función.
	Dom f = (7 ; +∞)
	Rec g = (-∞ ; +∞)
	4.4. CLASIFICACIÒN DE LAS FUNCIONES
	Las funciones se pueden clasificar por la manera de relacionar los elementos del dominio con los del codominio y recorrido.
	4.4.1- Función inyectiva o uno a uno
	Una función es inyectiva cuando cada elemento del recorrido es imagen de sólo un elemento del dominio, es decir, ningún elemento del recorrido es imagen de dos preimágenes diferentes.
	En lenguaje algebraico, una  función f de A en B es inyectiva si x e y pertenecen al conjunto A (dominio) y, necesariamente se cumple que:
	f (x) = f (y)             x = y
	Dicho de otra manera:
	f (x) ≠ f (y)             x ≠ y
	Si se representa una función inyectiva, en un diagrama sagital, de una función f de A en B, se vería que cada preimagen de A solo tiene una flecha hacia una imagen en B.
	En las funciones inyectivas no es necesario que el recorrido coincida con el codominio.
	También se conoce como función uno a uno.
	Ejemplos:
	a) Determinar si la función del siguiente diagrama sagital es inyectiva.
	Respuesta: Es una función inyectiva, ya que cada elemento del recorrido, solo recibe una flecha desde X, es decir, cada imagen solo tiene una preimagen.
	Como se puede ver, el elemento C del conjunto Y es parte del codominio pero no pertenece al recorrido, pero, como no es necesario que estos coincidan, igual es una función inyectiva.
	c) Determina si la función del siguiente diagrama sagital es inyectiva.
	Respuesta: NO es una función inyectiva, ya que el elemento b del conjunto Y recibe dos flechas desde X, es decir, el elemento b es imagen de las preimágenes 1 y 2.
	Criterio de la recta horizontal
	También se puede determinar si una función es inyectiva a través de su representación gráfica en el sistema de coordenadas.  Se utiliza el criterio de la recta horizontal, el cual, consiste en trazar (como dice el nombre), rectas horizontales. Si la r...
	Ejemplos: (1)
	a) Para la gráfica de la función determina si es inyectiva.
	Podemos ver que las líneas que trazamos, cortan en un solo punto a la gráfica de la función, ésto indica que las imágenes no se repiten, por lo tanto f (x) es inyectiva.
	b) Para la gráfica de la función determina si es inyectiva.
	Podemos ver que las líneas que trazamos, cortan en dos puntos la gráfica de la función, esto indica que una misma imagen (y) se repite para dos preimágenes, por lo tanto, la función NO es inyectiva.
	Determinar de manera algebraica si la función es inyectiva
	Otra forma para determinar si una función es inyectiva es de manera algebraica, esto se hace verificando si se cumple o no que; f (x) = f (y), x = y.
	Ejemplos: (2)
	a) Determina si la función f(x) = 3 x – 1 es inyectiva.
	Comprobamos si se cumple que f (x) = f (y);
	Como                                             f (x) = 3x – 1
	Entonces                                        f (y) = 3y – 1
	Reemplazamos                                f (x) = f (y)
	3x – 1 = 3y – 1
	3x = 3y
	x = y
	Se cumple la afirmación, ya que si dos imágenes son iguales las preimágenes deben ser iguales, entonces la función es inyectiva.
	b) Determina si la función f(x) = x2 es inyectiva.
	Comprobamos si se cumple que f (x) = f (y):
	f (x) = f (y)
	x2 = y2
	x2 – y2 = 0
	(x + y) (x – y) = 0
	Entonces:                                             x + y = 0     ;      x – y = 0
	x = -y    ;     x = y
	No se cumple la afirmación, ya que, si dos imágenes son iguales, habrá dos preimágenes una positiva y otra negativa con la misma imagen. Por ejemplo, si reemplazamos dos elementos del dominio  x = 2 e y = - 2, f (2) = 22 = 4, y f (-2) = - 22 = 4, pode...
	4.4.2- Función Sobreyectiva o Epiyectiva
	Una función es sobreyectiva cuando todos los elementos del codominio son imagen de al menos un elemento del dominio, es decir, el codominio es igual al recorrido.
	En lenguaje algebraico, una  función f de A en B es sobreyectiva cuando;
	Rec (f) = B
	Si se representara una función sobreyectiva, en un diagrama sagital, de una función f de A en B, veríamos que todos los elementos B tienen al menos una flecha desde el conjunto A.
	También se conoce como función epiyectiva.
	Ejemplos: (3)
	a) Determina si la función m, del siguiente diagrama sagital es sobreyectiva.
	Respuesta: Es una función sobreyectiva, ya que cada elemento de Y recibe al menos una flecha desde X, es decir, todas las imagen tienen al menos una preimagen.
	Como se puede ver, el elemento C es imagen de 3 y 4,  esto no afecta para que sea función sobreyectiva.
	b) Determina si la función del siguiente diagrama sagital es sobreyectiva.
	Respuesta: NO es una función sobreyectiva, ya que los elementos B y A del conjunto Y no recibe flechas desde X, es decir, no es imagen de ningún elemento del conjunto F.
	En el ejemplo anterior, se podría hacer que la función fuera sobreyectiva si se redefine su codominio. Se podría crear un nuevo conjunto por ejemplo, Z = Y – { A, B },  entonces la función de X en Z es sobreyectiva, porque todos los elementos de Z son...
	Representación gráfica
	También se puede determinar si una función es sobreyectiva observando su representación gráfica en el sistema de coordenadas.
	Ejemplos: (4)
	a) Determina si la función f (x) = x3 es sobreyectiva.
	Graficamos la función:
	Resaltamos el recorrido (imágenes) de la función, para que se vea con más claridad si la función es sobreyectiva.
	Entonces, en este caso, el dominio, el codominio y el recorrido son todos los números reales.
	Dom (f) = R
	Codom (f) = R
	Rec (f) = R
	Por lo tanto, como el recorrido es igual al codominio es una función sobreyectiva.
	b) Determinar si la función f: R > R, donde f (x) = x2 + 2 es sobreyectiva.
	Graficar la función:
	También resaltamos el recorrido (imágenes) de la función, para que se vea con más claridad si la función es sobreyectiva.
	Entonces, en este caso, el dominio, el codominio son todos los números reales, y el recorrido son todos los números reales mayores o iguales a 2.
	Dom (f) = R (1)
	Codom (f) = R (1)
	Rec (f) = [2 ; +∞)
	Como se puede, el recorrido y el codominio no coinciden, por lo tanto, no es una función sobreyectiva.
	Se puede redefinir el codominio de la función f: R > R, donde f (x) = x2 + 2, de modo que sea sobreyectiva.
	En el ejemplo anterior, se ve que el recorrido de la función son todos los números reales mayores o iguales a dos. Por lo tanto, si en codominio (conjunto de llegada) fuera igual sería una función sobreyectiva, para esto podemos definir la función como:
	f: r      [2 ; +∞)
	Entonces, como se redefinió el codominio para f (x) = x2 + 2, y ahora el recorrido es igual al codominio, la función es sobreyectiva.
	4.4.3- Función Biyectiva
	Una función es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez, es decir, cuando todas las imágenes tienen una sola preimagen y no existen elementos del codominio que no tengan una preimagen.
	En lenguaje algebraico, una  función f de A en B es biyectiva si se cumple que, siendo x e y elementos de A:
	f (x) = f (y)              x = y
	Rec (f) = B (1)
	Si se representa una función biyectiva, en un diagrama sagital, de una función f de A en B, veríamos que todos los elementos B tienen sólo una flecha desde el conjunto A.
	Ejemplo de función biyectiva en un diagrama sagital.
	Entonces, como una función es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez, puedes ocupar los métodos que ya se explicaron, y comprobar si se cumple esta condición.
	Ejemplo: (4)
	a- Determina si la función f: R > R, donde f (x) = 2x – 1 es una función biyectiva.
	Primero verificar si la función es inyectiva, Comprobando si se cumple que f (x) = f (y):
	2x – 1 = 2y – 1
	2x = 2y
	x = y (1)
	Se cumple la afirmación, ya que si dos imágenes son iguales las preimágenes deben ser iguales, entonces la función es inyectiva. (1)
	Ahora se verifica si es una función sobreyectiva, grafica de la función:
	Se puede ver que:
	- El dominio o conjunto inicial son todos los números reales.
	- El codominio o conjunto final son todos los números reales.
	- El recorrido (imagen) son también todos los números reales.
	Entonces, el codominio y recorrido de y coinciden, por lo tanto es una función sobreyectiva.
	Ahora como la función es inyectiva y sobreyectiva a la vez, es una función biyectiva.
	Ejercitación
	1.- En cada una de las siguientes funciones calcula: a) Dominio y b) Recorrido
	2.- Di qué tipo de función es cada una de las siguientes y efectúa su representación gráfica:
	a) f (x) = 4
	b) f (x) = 3x – 2
	c) f (x) = -2x
	d) f (x) = x2 – 6x
	e) f (x) = x2 -4x + 3
	f) f (x) = -x
	g) f (x) = 2x + 1
	h) f (x) = x2 + 6x + 10
	i) f (x) = -2
	j) f (x) = x2 – 5x + 6
	k) f (x) = x
	l) f (x) = x2 – 16
	m) f (x) = 5 . (x + 2)2
	n) f (x) = -2x + 1/3
	ñ) f (x) = -2x2 + 12x – 10
	3.- Escribe la ecuación punto-pendiente, la ecuación general y la ecuación explícita de la recta que: a) Pasa por el punto A (2,3) y tiene pendiente m = 5
	4.- Para colaborar con las personas sin techo, una ONG elabora un periódico de reparto callejero. Cada vendedor recibe un fijo de 25 euros al mes y, además, 50 céntimos por ejemplar vendido.
	a)Escribe la fórmula y representa la gráfica de la función que relaciona el número de periódicos vendidos con el dinero recibido al mes. b) ¿Cuántos ejemplares tiene que vender un sin techo para cobrar en un mes 185 euros?
	5.- Un depósito con 5000 litros de agua tiene una rotura por la que pierde 2 litros por minuto. Escribe y representa la función que relaciona los litros que quedan en el depósito con el tiempo transcurrido.
	6.- La ecuación del espacio recorrido por un móvil es s = 5 + 3t + 2t2
	a) ¿Qué longitud ha recorrido el móvil al cabo de 5 segundos de iniciar el movimiento?
	b) ¿Cuál es la longitud recorrida durante el quinto segundo?
	c) ¿Cuánto tiempo ha transcurrido cuando ha recorrido 157 metros desde el inicio?
	7.- Un gimnasio cobra a sus socios 20 euros de matrícula y una mensualidad de 35 euros.
	a) Escribe una función que indique el dinero que paga un socio del gimnasio en función del tiempo (medido en meses)
	b) ¿Qué tipo de función es?
	c) Si Lorena se matricula en marzo, ¿cuánto habrá pagado al finalizar el año?
	d) Representa gráficamente dicha función.
	8.- Una motocicleta se desplaza a una velocidad constante de 35 km/h.
	a) Escribe la ecuación de la función que relaciona el tiempo con el espacio recorrido.
	b) ¿De qué tipo es? Obtén su gráfica.
	c) ¿Cuánto tiempo tarda en recorrer 245 km?
	9.- Al abrir las compuertas de un estanque, el nivel de agua inicial es de 120 cm, y desciende a razón de 6 cm por minuto.
	a) Haz una tabla en la que se refleje el nivel de agua (cm) en función del tiempo (minutos).
	b) ¿Qué tipo de función es? Represéntala.
	c) ¿Qué nivel de agua habrá a los 15 minutos?
	d) ¿Cuánto tarda el estanque en vaciarse?
	10.- A nivel del mar, el agua hierve a 100  C, pero cada incremento de 100 m en la altitud supone una décima de grado menos para hervir. a) Calcula el punto de ebullición en las cimas del Aneto (3 404 m) y del Everest (8 850 m). b) Indica la expresión...

